Le problème est constitué de quatre parties. Les définitions sont écrites 
gras et servent dans tout le problème, La partie III dépend largement des résultats 
des parties I et II. Ce n’est pas le cas de la partie IV qui peut être traitée 
indépendamment. 


On désignera par ER le corps des réels et par C celui des complexes. Les 
parties réelles et imaginaires d’un nombre complexe z seront notées Az et Dz. 
Son conjugué est noté Z. L'argument d’un nombre complexe non nul z sera noté 
Arg{z), c'est un élément de l'intervalle [0,2x|. Si p est un nombre premier, on 
notera F, le corps fini à p éléments. 

Si + est un réel, on notera [x] sa partie entière, c'est le plus grand entier 
n<z 

Soient 4, B et C' trois groupes abéliens. On appellera forme biadditive de 
A x B dans C une application f de À x B dans C' qui vérifie les conditions 
suivantes : FT : 


VaeA Va eAVbEB f(a+a,b}=f(a,b)+ f{a',b) 


VaeAVbeB,WWeB f(ab+6')=f(a,b6)+ f({ab) 


1 Formes sesquilinéaires symétriques 


Soit Æ un espace vectoriel de dimension finie sur C. On appelle forme 
sesquilinésire sur Æ une forme biadditive & de E x E dans C vérifiant les 
conditions suivantes : 


VAEC,VreE,VyeE b(Xs,y)=Xb(z,y) blx,Xy) = Xb(z,y) 
Un telle forme b est dite symétrique si l’on 2 : 
VzeE,VyeE b(x,y)=b(y,x) 


Une forme b sesquilinéaire symétrique sur E est dite définie positive (resp. 
définie négative) sur un sous-espace vectoriel F de E si pour tout vecteur non 
mul x de F, d(x, x) est un réel strictement positif (resp. strictement négatif). 

On appellera espace sesquilinéaire un couple (Æ,5) où b est une forme 
sesquilinésire sur un espace vectoriel E de dimension finie sur C. Un espace 
sesquilinéaire (£, b} est dit symétrique si la forme b est symétrique, 

Si (E,b) est un espace sesquilinéaire symétrique, l'orthogonal d’un sous- 
espace vectoriel F de Æ est noté F4. C’est l’ensemble des vecteurs z € E tels 
que b(x, y) = 0 pour tout y € F. 


Une base B — (e1,e2,...,e,) d'un espace sesquilinéaire symétrique (F,b) 
est dite orthogonale si b(e;,es) est nul pour tous 4  j. On dire qu’elle est semi- 
orthonormée si elle est orthogonale et si de plus be:,e;) est, pour tout i, égal 
à1,0ou-1. 


1) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. On suppose & non nulle, 
Montrer qu'il existe un vecteur x € E tel que b(x, x) soît non nul. Montrer qu'il 
existe un vecteur y € E tel que b(y, y) soit égal à 1 ou à —1. 

en Soit (E,6) un espace sewquilinéaire symétrique. Montrer qu'il existe une 

base semi-orthonormée de (E,b). 

3) Où eunpoes Que E ent Penvasc vectociil Of à que la Errme É et défie 


par ls matrice 
0 1 
#=(i 0) 


Construire une base semi-orthonormée de (E, b). 

4) Soit (E,6) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit B = (e1,2,...,en) 
une bese semi-orthanormée de (E,b). Soit E} (resp. E-, En) le sous-espace 
vectoriel de E engendré par les vecteurs e, vérifiant b(es, e;) == 1 (resp. b(es, ex) = 
—1, b{ei, 65) = 0). Soit Fun sous-espace vectoriel de E. 

a) Montrer que FN (E- @ Æo) est nul si b est définie positive sur F et que 
FN(E+ @ Fo) est nul si b est définie négative sur F. 

b) En déduire que le nombre 5°, b(es, e;) est indépendant de B. Ce nombre 
sera noté c(£,b) ou simplement o(E) s’il n’y a pas d’ambiguité. 

5) Soïent r > O un entier et E l'espace vectoriel C” muni de sa base 
canonique (e1,82,.…,e4). Soit b la forme sesquilinéaire sur E vérifiant : 


Le nre nes 
Mere) = {5 si itj=nt 


Calculer le nombre a(Æ). 

6) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit z un vecteur non nul 
de E. 

8) On suppose que z apparttent à EL. Montrer qu’il existe une base semi- 
orthonormée 8 = (e1,62,...,en) telle que: =e. 

b} On suppose que Br, x) est non nul. Montrer qu’il existe une base semi- 
orthonormée B = (e1,62,...,e,) et un réel À > D tels que : x = Aer. 

c) On suppose que b(z,x) est nul et que & n'appartient pas à El. Montrer 
qu’il existe une base semi-orthonormée B = (e1,e2,...,e,) telle que : æ = ej+ez. 

7) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit F = Cx le sou 
espace vectoriel de E.engendré par un vecteur nou mul # € E et G = F! son 
orthogonal. Déterminer l'espace G suivant les cas examinés dans la question 6. 
Montrer que l'on a dans tous les cas : c(E) = o(F)+o(G). 

8) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire symétrique. Soit F un sous-espace 
vectoriel de E et G = F! son orthogonel. Soit (w1,12,...,wp) une base semi- 
orthonormée de (F,b). Pour tout i < p notons F° le sous-espace vectoriel engendré 
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par les vecteurs u,, j < i, et G; l'orthogonal F:! de F,. Déterminer (en fonction 
de o(E))} les nombres o(F) + a(G;). En déduire la formule : 


a(E)=0(F)+o(F1) 


IT Espaces sesquilinéaires 


Soit (F, b) un espace sesquilinéaire. Si Fest un sous-espace vectoriel de E,on 
appellera orthogonal à droite (resp. orthogonal à gauche) de F l'ensemble 
noté FL (resp. LF) des vecteurs x de E qui vérifient : 


VyEF b(yz)=0 (rep. b(x,y)=0) 


On dira que la forme b est non dégénérée si El! et LE sont nuls. Si F 
est un sous-espace vectoriel de E, on dira que b est non dégénérée sur F si la 
restriction de b à Fest non dégénérée, 


1) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire. Soit B = {e1,...,e} une base de E. 
Soit M la matrice de b dans cette base, c'est-à-dire la matrice dont les coefficients 
sont les nombres b(es,e;). - 

a) Soient x et y deux vecteurs de E et X et Y les matrices colonnes ayant 
comme cosfficients les coordannées de x et y dans la base B. Montrer la formule : 


b(z,y) ='XMY 


*X étant la transposée de X et Y la matrice colonne dont les coefficients sont les 
conjugués des coefficients de Y. 

b} Montrer que à est non dégénérée si et seulement si M est inversible. 

c) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

.— b est non dégénérée 

— Et ={0} 

5 *E = {0}. 


2) Soit (E, b) un espace sesquilinéaire. Soit Fun sous-espace vectoriel de E. 
a) Montrer que FL et LF sont des sous-espaces vectoriels de E. 
b) Montrer les inégalités : 


dimP + dimPt > dimE dimF +dimlF > dimE 


Montrer que ces inégalités sont des égalités si b est non dégénérée (sur E). 
c) On suppose que b est non dégénérée eur F. Montrer les égalités : 


E=F@Ft-=Fr@tr 


8) Soit E l’espace vectoriel C? muni de sa base canonique (e1,e2). Soit b la 
forme sesquilinéaire sur Æ vérifiant : 


WE{12} bese)=0 &  bee)=1 


Déterminer un sous-espace vectoriel F de E tel que F2 et LF n'aient pas la 
même dimension. 

4) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire. Montrer qu'il existe un endomor- 
phisme bijectif f de E tel que la forme (x, y) ++ b(f(x),y) soit une forme sesquili- 
néaire symétrique. 

5) Soit (E,b) un espace sesquilinéaire. Soit € un complexe. On dit que b est 
e-symétrique si l’on a : 


VeE,VyeE bzy)=euz) 


On dira dans ce cas que (Æ, b) est <-symétrique. 

a) Montrer que si la forme b est e-symétrique et non nulle, on a : € = 1. 

b) Soit « un nombre complexe tel que € — L. Donner un exemple d'espace 
sesquilinéaire (E,b) où b est e-symétrique et non nulle. 


6) Soit € un nombre complexe tel que #5 = 1. Soit (E,b) un espace 
sesquilinéaire <-symétrique. 

a) Montrer qu'il existe un nombre complexe « non nul tel que ab soit une 
forme sesquilinéaire symétrique. . 

b}) Soit 8 un nombre complexe non nul. Déterminer à quelle condition 
(portant sur a et &) la forme Bb est symétrique. Déterminer (en fonction de 
o(E, ab), de a et de 8) le nombre o(E, Bb). 


III Espaces semiquadratiques 


Soit & un nombre complexe non nul. On pose « = À. On appelle espace à- 
semiquadratique un triplet (Æ,b, f) où Æ est un espace vectoriel de dimension 
finie sur C, b une forme sesquilinéaire sur E non dégénérée et f une forme 
linéaire sur E et tel que l’on ait : 


(80) VTEE,VyEE Wr,y)—eby,r) = af(x)f@). 
On pourra abréger l'expression a-semiquadratique en l'expression a-SQ. 


Un espace a-semiquadratique (E,6, f) sera dit de type TO si f est nul et 
de type T1 sinon. 
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Soient £ = (E,b, f} et £' = (E",b/, f’) deux espaces a-semiquadratiques. On 
appellera isomorphisme de € sur € une application linéaire bijective y de E . 
sur E* ayant les propriétés suivantes : 


VreE f'{e(z))= f(x) 


VaeE,VyeE b(v(x),p(y)) = b(x,y). 


On dira que € et £” sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de € sur 
£. 


1) Soit (F,6) un espace sesquilinéaire, Soit f une forme linéaire non nulle 
sur Æ et u un complexe tel que uu = 1. On suppose que l’on a : 


VreEVyEeE b,y)-ublu,z) = af(z)f{u). 


Montrer que « est égal à €. 


2.a) Soit € = (E,b, f) un espace a-semiquadratique. Montrer qu'il existe un 
unique vecteur e € E vérifiant la conditions suivante : 


VreE bxe)= f(x). 


Ce vecteur sera appelé vecteur centre de €. 
Soit À le complexe défini par la formule : 


1e = 


Montrer que l'on a : AX = 1. 

Cet élément À sera appelé poids de £. 

b) Soient € = (E,6, f) et €’ = (E',b', f’) deux espaces a-semiquadratiques 
isomorphes. Montrer qu’ils ont même poids. 

c) Déterminer le vecteur centre et le poids d’un espace a-semiquadratique 
de type TO. É 


8) Soit € = (E,b, f) un espace a-semiquadratique de type T1. Soit e le 
vecteur centre de €. Soit x un vecteur non nul de E et F l’orthogonal à gauche 
du sous-espace vectoriel de E engendré par z. Montrer que Kerf est égel à F si 
et seulement si x est colinéaire à e. Déterminer l’orthogonal à droite de Kerf. 


4) Soit À un complexe différent de 1 tel que AX = 1. Montrer qu'il existe 
une unique forme sesquilinéaire b sur C telle que (C,b, Id) soit un espace a- 
semiquadratique de poids À. 

Montrer que deux espaces a-semiquadratiques de dimension 1 et de type T1 
sont isomorphes si et seulement si ils ont même poids. 


8) Soit € = (E, 6, f) un espace a-semiquadratique de type T1, de dimension 
2 et de poids À = 1. Soit e le vecteur centre de €. 

a) Soit + un vecteur de E tel que f(x) = 1. Montrer que la partie réelle de 
b(x, x)/a est égale à 1/2. 

b) Montrer qu’il existe un vecteur x de E tel que FG)= 1 et bas) = à 

€) En déduire que deux espaces a-semiquadratiques de type T1, de dimension 
2 et de poids À = 1 sont isomorphes, 


6) Soïent € = (E,b, f) et €" = (E",b', f') deux espaces a-semiquadratiques. 
Montrer qu'il existe une unique forme sesquilinéaire ” sur E"” — E x E’ et une 
unique forme linéaire f” sur E” vérifiant les conditions suivantes : 

—VreE,Vr'eE f'(e,x)=f(z)+/f'{x) 

F—VzEeE,VyEeE  W((z,0),(u,0)) = b{z, y) 
—Vzr' eV eE"  b"((0,7),(0,w)) = 6 (',v') 
(—VeEW EE W((r,0),(0,9)) =0 

— (£"”,6", f”) est un espace a-semiquadratique. 

Calculer #’{(z, 2’), (y, y'}) pour tous z,y de E et tous z’,y/ de E”. 

L'espace a-semiquadratique (£”, b”, j”) sera appelé produit orthogonal 
de £ et de £” et noté € x €’. 


7) Soit € = (E,b, f) un espace a-semiquadratique. Soit F un sous-espace 
vectoriel de E. On suppose que b est non dégénérée sur F. Soient bo et fo les 
restrictions de b et f à F, bi et fi les restrictions de b et f à F1, et b et fa 
les restrictions de b et f à +F. Montrer que F = (F,b, fo), F4 = (FL, bi, fi) 
et LF = (LF,bo, fi) sont des espace a-semiquadratiques. Montrer que € est 
isomorphe au produit orthogonal de F et de F1, ainsi qu’au produit orthogonal 
de LF et de F. 


8} Soient € = (E,b, f) et £’ = (£”’,#, f') deux espaces a-semiquadratiques. 
Soient e et e’ leurs vecteurs centre et À et À’ leurs poids. Déterminer le vecteur 
centre du produit orthogonal €” de £ et de £”. Montrer que le poids de £” est 
égal à A’. 


9) Soit € = (E,b, f) un espace a-semiquadratique. Soit F le noyau de f. 
Montrer que b est non dégénérée sur F si et seulement si le poids de £ est 
différent de 1 ou si € est de type T0. 

Montrer que iäb est une forme symétrique sur F. 


Si € = (E,b,f) est un espace a-semiquedratique, on appellera pseudo- 
signature de £ le nombre ps(E) = cKerf, ia). 


10) Soient € et €’ deux espaces a-semiquadratiques. On suppose que £ ou 
€’ est de type TO. Déterminer la pseudo-signature de £ x £” en fonction des 
pseudo-signatures de £ et de €’. 


11) Soit € = (E,6, j} un espace a-semiquadratique de type T1. Soient Ei 
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et F2 deux sous-espaces vectoriels de E tels que : E = E1 © Ez. On suppose que 
Æ3 est l'orthogonal à droite de Æj, et que f n'est nulle ni sur Æ1 ni sur Æ>. 
a) Montrer que les restrictions de b et de f induisent sur E1 et E2 deux 
structures d'espaces a-semiquadratiques de type T1 que l'on notera € et €2. 
b) Soient e1 et e2 les vecteurs centre de € et £2. Soit F' Le noyau de f. Soient 
F1 et F2 les intersections de F avec E1 et E2. Montrer l'inclusion : 


FN(A 6%)! c Ce: 8 Ce. 


En déduire que l'intersection de F et de (F1 © Fa)! est engendrée par e1 et ea si 
les poids de £1 et £; sont égaux à 1, et par f{ez}e1 — f(e1)e2 sinon. 

c) Soient À, A1 et Aa les poids de €, €1 et €2. Montrer que le nombre 
ps(£) — ps(£1) — pe(Ez) est égal à 1, O ou —1 suivant que JA1 + JAa — TX est 
strictement positif, nul ou strictement négatif. 

Indication : On pourra utiliser les résultats de la première partie. 


Soit € = (E,6, f) un espace o-semiquadratique. Soit À son poids. Si À = L 
on pose : &(£) = ps(£), sinon on pose : 


o(E)= pole) +1 - LE. 


Le nombre (€) sera appelé signature de €. 

12) Soit € un espace a-semiquadratique de dimension n et de signature 
g. Soït À son poids et 4 sa pseudo-signature. Montrer que À est égal à 1 si et 
seulement si o — n est un entier pair. En déduire les formules : 


À 2 grtn-0) 


s= ft si c-ne2z 
ln+1+2[S2] sinon 


13) On reprend la situation de la question 11, avec les mêmes notations. On 
pose À = ei et A2 = €”, avec 0 < 5 < 2r et 0 < y < 27. On pose & = 1, 2 ou 3 
suivant que #+ y — 27 est strictement négatif, mul ou strictement positif. 

Calculer &(£) — 7(£1) — o(£z) — (ps(£) — pe(£1) — ps(£2)) en fonction de 8, 
7 st k. En déduire que o(£) est égal à o(£1) + o(€2). 

Montrer que la signature d’un produit orthogonal de deux espaces a 
semiquadratiques est la somme de leurs signatures. 


14) Soit & un élément de l'intervalle [1,1]. Montrer qu'il existe un espace 
a-semiquadratique £ de dimension 1 et de signature o. 

Soit o un réel et n un entier. Montrer qu'il existe un espace a-semiquadrati- 
que de dimension n et de signature o si et seulement si |o| < n. 


15) Montrer que deux espaces a-semiquadratiques € et £’ sont isomorphes 
si et seulement si ils ont mème dimension, même type et même signature. 


IV Le cas des corps finis 


On étend, dans cette partie, les définitions concernant des espaces a- 
semiquadratiques en considérant des espaces vectoriels sur un corps fini (au 
lieu du corps des complexes), en prenant a = 2 et & = —1 et en considérant 
l'application identique à la place de la conjugaison. 

On considère ainsi un nombre premier p impair et on note F, le corps fini à 
P éléments. On appellera espace semiquadratique un triplet (E,b, f) où E est 
un espace vectoriel de dimension finie sur F,, b une forme bilinéaire sur E non 
dégénérée et f une forme linéaire sur E et tel que l’on ait : 


(8Q) VTeE,VyeE blz,y)+blu,z)=2f(x)f(u) 


On pourra abréger l'expression semiquadratique en l'expression SQ. 

Un espace semiquadratique {E,b, f) sera dit de type TO si f est nul et de 
type T1 sinon. 

Soient € = (E,b, f) et €’ = (E”,b', f') deux espaces serniquadratiques. On 
appellera isomorphisme de € sur £’ une application linéaire bijective w de E 
sur E* ayant les propriétés suivantes : 


VzeE  f'{olx))= f(x) 


VTeE,VyeE V(plr),wly)) = bay). 


On dira que € et £” sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de £ sur 
€’. 

Comme dans le cas complexe, un espace semiquadratique € = (E,6, f) 
possède un vecteur centre e et un poids À. Ils sont définis par : 


À 

VzeE bre)= f(x) et f{e)= 7 

Si € = (E,b,f) et € = (E',b,f') sont deux espaces semiquadratiques, 

on peut aussi définir leur produit orthogonal £" = € x €’, C’est un espace 

semiquadratique de la forme £” = (E x E',b",f"), b' et f' étant caractérisés 
par les formules de la question IIL.6. 


1) Soit € = (E,b, f) un espace semiquadratique de dimension 1 et de poids 
—1. Soit e Le vecteur centre de £. Montrer que l'on a : f(e) = b(e,e) = 1. 

En déduire qu’il existe un espace semiquadratique de dimension 1 et de poids 
—1 et que deux tels espaces sont isomorphes. 


Pour tout entier n > © on désignera par E, l'espace vectoriel standard LA 
de dimension n, et on notera {e1,...,e,} sa base canonique. La forme linéaire 
sur E, qui envoie chaque e; en 1 sera notée f. 
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Si m et r sont des entiers positifs ou ui, on désignera per T,, l'application 
de En dans 4m qui envoie tout vecteur ei en 45. 


2} Montrer qu'il existe une unique forme bilinéaire b sur E,, telle que : 
—Vi<n b(e,e)=1 

—Vi<j<n bee) =0 

— En = (En: b, {) est un espace semiquadratique. 

Calculer b(e;,e;) pour 5 > j. 


On notera G, le groupe d'automorphismes de £,. C'est l'ensemble des 
isomorphismes de £, sur lui-même, muni de la comporition. On conviendra que 
£o est l’espace semiquadratique trivial (0, 0,0} et que Go est le groupe trivial. 

3) Soient n et m deux entiers positifs ou nuls . Montrer que £im, est 
isomorphe au produit orthogonal de &, et de £,. En déduire un morphisme 
de groupes de Ga X Gm dans Gn+m. Ce morphisme sera noté (g,g') ++ 9 x g. 

Déterminer (g x g’}(e:) pour tout i < n+m. 

Montrer que si n, m et q sont trois entiers naturels, on a : 


Va € GnrVg! € CV” E Ga (gxg)xg'=9x(g x g'). 


Cet automorphisme sera noté : g x g' x g”. 
4) Déterminer le vecteur centre de £,. 


5) Montrer qu'il existe um unique automorphisme r de £ qui envoie #1 en 
€2. Montrer la formule : r{e2) = —e1 + 2e. 


6) Soit n > 1 un entier. Pour tout entier à, 0 < à < n, on note % 
l’automorphisme 1:_1 x r x lh_11 de G@,, 14 désignant l'élément neutre du 
groupe Gz. 

Montrer les formules suivantes : 


Viili-5>1 = nm=nn 


Vji-HA=1 + nmm=mnT 


On notera F,, le sous-groupe de G, engendré par les automorphismes 7;, 
variant de 1àn—1. 


7.a) Déterminer, en fonction de p, l’ordre du groupe l'a. 
b) Montrer que les vecteurs fixes de E2 sous l’action de l' sont exactement 
les vecteurs de Fie, e étant le vecteur centre de €. 
c) En déduire quelles sont les orbites de E sous l'action de T3 et sous l’action 
Ga. 
d) Montrer que l'a est égal à Ga. 


-l- 


8) Soit n > 1 un entier. Soït x un vecteur de E, qui n’est pas colinéaire au 
vecteur centre. Montrer qu’il existe un élément y de T, tel que (x) soit égal à 
J{œ)e1 si f(x) É 0 et à e1 — e2 sinon. 

Indication : on pourra procéder par récurrence. 


9) Montrer que, pour tout n > 0, G, est égal à L,. 

Soit n > 1 un entier. Soit 3, l’ensemble des vecteurs x de E,, qui ne sont 
pas colinéaires au vecteur centre de £,, et tels que /(x) — 1. Montrer que T, et 
G, agissent transitivement sur Z,. Calculer le cardinal de 2,,. 


10) Soit n > 1 un entier. Déterminer le stabilisateur du vecteur e de En 
sous l’action du groupe G.. Calculer l’ordre de G, en fanction de l'ordre de G,._:1. 
En déduire l’ordre de G,.. 


11) Soient x et y deux vecteurs de Es (Z3 est défini dans la question 9). 
Montrer que la relation = définie par : 

“x = y si et seulement si les vecteurs e, s, y forment un système lié’ 
est une relation d'équivalence sur ZX. 

Déterminer le nombre de classes d'équivalence de = et le nombre d'éléments 
de chacune d'entre elles. 


12) Construire un morphisme de groupe 4 de G3 dans le groupe symétrique 
S+1, tel que le noyau de soit un groupe d’ordre 2 que l'on déterminera. 
Montrer que (C3) est contenu dans le groupe alterné 2,41. 


. 13) Montrer que le groupe {G3) est isomorphe au groupe alterné 24 lorsque 
* p = 3 et au groupe alterné %; lorsque p = 5. 


